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实现了智能轮椅平滑通过狭窄通道. 仿真中将本文算法同基于 A* 的路径规划导航算法进行了对比，结果表明本文提出的基
于曲率优化的算法可以实现比 A* 算法路径曲率更小且更加平滑的过狭窄通道过程, 并且即使在没有全局地图和定位信息情
况下，算法也能控制轮椅平滑地通过狭窄过道. 实验中详细阐述了算法的实现过程，实验结果也证实了算法的有效性.
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Novel Path Curvature Optimization Algorithm for Intelligent Wheelchair to
Smoothly Pass a Narrow Space
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Abstract This paper presents a novel algorithm to address the smooth narrow pass traversing issue, which is based
on optimizing the curvature of the wheelchair path. Being aware of the fact that the path smoothness is determined by
the path curvature and its change rate, after calculating the position of the narrow pass relative to the base frame of
the wheelchair from perception sensor data, the algorithm takes the curvature and its change rate of Bezier curve as the
optimal objective, and the wheelchair heading and the condition that the Bezier curve polygon should be convex polygon
as constraints, and plans a smooth and optimal path for the controlled wheelchair to follow. This process is iterated
dynamically to enable the intelligent wheelchair to traverse the narrow pass smoothly. Simulation is firstly conducted to
compare the performances of our method and the A*-based path planning navigation algorithm, which shows that the
proposed algorithm is able to achieve more smooth path with smaller curvature when the wheelchair traverses narrow
path. Furthermore, the algorithm can control the wheelchair to traverse narrow pass smoothly even without any global
map and localization. Real experiment with detailed explanation of algorithm implementation is also given to verify the
effectiveness of the proposed algorithm.
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算法, 可以分为两个部分: 路径规划[2−5] 和运动导
航[6−7]. 路径规划用于计算一条穿过狭窄通道的可
行的路径而不碰撞障碍物. 传统的路径规划算法, 如
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标准研究院[11] 所规定的, 只有 300mm 的空间给
轮椅通过过道. 图 1 (a) 展示了在作者实验室里的
相同的情况, 留给轮椅通过过道的空隙两边共只有
26 cm), 对轮椅来说很难使其在任意的航向角位置
通过狭窄的门, 如图 1 (b) 所示, 只有当轮椅的航向
角垂直于门线时轮椅才能通过. 而对于这样的物理
空间的约束以及如何在此约束中平滑地通过通道,




时. Peula 等[13] 提出基于案例推理的轮椅通过过道
的方法, 同样地, 其也没有考虑规划路径的平滑性.
图 1 轮椅在过狭窄门时的情景




弧[14−15]、样条[1, 16] 和贝塞尔曲线[17−20] 的方法. 文
献 [1] 提出基于 B 样条的方法, 让一台仿真轮椅在
仿真环境中通过一个狭窄的通道, 而并没用真实轮
椅进行测试. 另外, 文献 [17] 提出基于贝塞尔曲线的

































图 2 所示为轮椅过狭窄通道的原理描述. 为了
产生平滑的过通道的路径, 需要考虑轮椅的几何特
征和大小. 检测过道位置的传感器所在位置 P ls 或者
后轮的中心 P cs 可以选为操作点. 因此两个本地坐
标系分别由 {WL} (虚线) 和 {WC} (实线) 表示, 它
们的原点分别是 P ls 和 P cs . Pd 为全局坐标系 G 下
狭窄通道的中心位置. Ps (P ls 和 P cs ) 和 Pd (P od 和
P osd ) 分别为轮椅的当前与期望位置, 以及它们相对











1876 自 动 化 学 报 42卷






























连续不断地进行着. 图 2 表示了
_
PsPd 的控制点
为 Pi, i ∈ 0, 1, 2, 3, 也就是三次贝塞尔曲线的控制
点[21].
然后, 三次贝塞尔曲线便可生成, 以连接点 Ps
和 Pd, 方向分别为 Hs 和 Hd. 也就是说, 在检测到
狭窄通道后, 算法通过对贝塞尔曲线的曲率的优化,
利用通道的中间点位置 Ps 及其对应的方向 Hd 进
行控制点的计算. 因为 Ps 和 Pd 分别已经对应了已
知的控制点 P0 和 P3, 那么参数估计仅仅需要计算
P1 和 P2, 至此, 在已知 P0 和 P3 情况下, 整个贝塞




1) 方向. 因为路径规划是从航向角 Hs 开始的,
期望的贝塞尔曲线在位置 P0 处切线的斜率应该等
于 Hs. 类似地, 为了克服轮椅与通道宽度之间比值
小的问题, 点 P3 处的切线应该是通道的中间位置处
的法向方向. 因此, 点 P1 和 P2 的可选范围进一步
减小为一维. 也就是说, 由于贝塞尔曲线的第二个属
性, 点 P1 和 P2 必须分别处于点 P0 和 P3 的切线上.
并且, P1 需要沿着 Hs 的方向寻找, 而 P2 只可能出
现在 Hd 的反方向. 因此, 有关于方向的约束为
‖P0 − Pc‖ = ‖P1 − P0‖+ ‖P1 − Pc‖ (1a)
‖P3 − Pc‖ = ‖P2 − P3‖+ ‖P2 − Pc‖ (1b)
图 3 轮椅过狭窄通道算法结构图
Fig. 3 Strategy architecture of narrow gap passing
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其中, Pc 是直线 P0P1 和 P2P3 的交点, ‖ · ‖ 表示二
范数. 这两个约束保证了由点 P1 和 P2 确定的贝塞
尔曲线可以连接起点终点即 P0 和 P3, 并且对应的











P2P3 的叉乘 ω1 和 ω2 分别为
ω1 =
−−→
P0P1 ×−−→P1P2, ω2 = −−→P1P2 ×−−→P2P3 (2)
故而, 完全凸性的约束表示为
sgn(ω1) · sgn(ω2) > 0 (3)
其中, sgn(ωi), i = 1, 2 为向量 ωi 的旋转方向.




= (x(t), y(t)), 其中
x(t) = A0(1− t)3 + 3A1(1− t)2t+
3A2(1− t)t2 +A3t3 (4a)
y(t) = B0(1− t)3 + 3B1(1− t)2t+
3B2(1− t)t2 +B3t3 (4b)







(x˙2(t) + y˙2(t)) 32
(5)
其中, ρ(t) 为曲线半径. 因此, P1 和 P2 可由如下受









s.t. (1), (3) (6b)










的误差作为 PID 控制器的输入. 如图 4 所示, 沿着
轮椅的航向角距离轮椅为 Z 的一点 F 用来定义位
置误差, 然后将点 F 投影到参考路径于点 S, 使得
FS 垂直于点 S 的切线. 位置误差由点 F 和 S 之间
的距离Derr 表示. 交叉跟踪误差 Cerr 由期望路径和
轮椅重心位置 (xr, yr) 之间的最短距离表示.
图 4 位置误差的计算
Fig. 4 The calculation of the position error
在本文中, 假定径向速度 V 为常量, 角速度 ω
作为 PID 控制器的输出量. 数字 PID 控制可以描
述为










其中, kp, ki 和 kd 分别为比例、积分和微分系数,
Dkerr 为当前时刻的位置误差, Dk−1err 为上一个时刻的
位置误差. 选取 Derr 而没选用 Cerr 作为 PID 的输
入的原因在于用于抵消 Cerr 时所需 kp 要远大于抵






通道位置已知. 进行了 2 种场景的仿真, 分别为场景
A (目标位置在通道左边) 和场景 B (目标位置在通
道右边), 如图 5 所示.
对于每一种情形, 路径规划算法算出四个不同
的最优参考轨迹. 每一个参考路径对应不同的参数




其中, Ps, Pd 和 Pt 分别表示轮椅在走廊里的起始坐
标、通道中间点的坐标和在房间里的目标点位置坐
标, 单位为 m. i (Hs,Hd) 表示路径 i 的起始位置和
通道中间位置对应的航向角 (单位为度), i (Hd,Ht)
表示路径 i 的通道中间位置和穿过通道之后的目标
点位置对应的航向角. 以路径 1 为例, 对于场景 A,
对应轮椅的起始位姿由起始坐标 Ps 及航向角Hs 构
成, 即 (0.1, 1.3,−20), 终点位姿由通道中间点的坐
标 Pd 及航向角Hd 构成, 即 (1.6, 1.8, 90), 路径 2 与
路径 1 类似; 再以路径 3 为例, 对应轮椅的起始位姿
由通道中间点的坐标 Pd 及航向角Hd 构成, 即 (1.6,
1.8, 90), 终点位姿由目标点位置坐标 Pt 及航向角
Ht 构成, 即 (0.0, 3.5, 160), 路径 4 与路径 3 类似.
以这些参数作为输入, 路径规划算法便可计算出平
滑路径然后由 PID 控制器控制轮椅进行跟踪. PID
控制器输出驱动轮椅行进的转速. 控制器各系数选
择为 kp = 0.01, ki = 0.001 和 kd = 0.001.
图 5 展示了计算出的参考路径及其对应的轮椅
实际路径, 各参考路径对应的参数如表 1 给出. 由图
5 可以得出如下结论:
1) 所有的最优参考路径满足在路径规划部分提









如图 6 (a) 和图 6 (b) 所示, 分别展示了场景 A 仿真
中的轮椅角速度 ω 和距离误差 Derr 相对于贝塞尔
曲线参数 t 的变化曲线. 由图 6 可知, 角速度没有呈
现出突变, 表明了轮椅运动的平滑性. 最大的跟踪误







Table 1 The input parameters for each path
场景 Ps (m) Pd (m) Pt (m) 1 (Hs, Hd) 2 (Hs, Hd) 3 (Hd, Ht) 4 (Hd, Ht)
A (0.1, 1.3) (1.6, 1.8) (0.0, 3.5) (−20, 90) (−40, 90) (90, 160) (90, 200)
B (0.1, 1.3) (1.6, 1.8) (3.4, 3.5) (−10, 90) (10, 90) (90, 20) (90, −20)
图 5 轮椅的参考路径和实际路径
Fig. 5 Reference path and actual path of wheelchair
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图 6 在场景 A 中每一条路径对应的轮椅的角速度和跟踪误差
Fig. 6 The angular rate and the tracking errors for each path in Scenario A
路径曲率 (光滑度) 上的表现. 如图 7 所示, 实验
场景为包含 2 个 80 cm 狭窄通道的室内环境, 仿真
平台为基于机器人操作系统 (Robot operating sys-
tem, ROS[23]) 的 Gazebo[24] 三维仿真器. 仿真中,
本文算法的核心部分在 Matlab 中运行, 通过 Mat-
lab的Robotics工具箱可以实现与ROS和Gazebo
系统的数据通信, 一方面来自 Gazebo 中轮椅上的
激光测距仪数据可以传入Matlab 中通道定位模块,




A* 路径规划导航算法实现采用 ROS 的开源软件包
Navigation Stack[25]. 仿真时, 两种方法均控制轮椅
图 7 算法比较的仿真环境
Fig. 7 Simulation environment for algorithm comparison
从起点位姿 (1.5m, 0m, 0 rad) 穿过 2 个狭窄通道
并到达终点位姿 (0.5m, 3.5m, 3.14 rad), 线速度设
定为 0.15m/s. 其中位姿第 3 项表示轮椅的航向角.
图 8 分别展示了由本文方法和 A* 算法产生的
轮椅路径, 由图 8 可以定性地看出 A* 算法产生的




图 8 基于本文方法和 A* 算法的轮椅路径
Fig. 8 Actual trajectories generated by the proposed
method and A* algorithm
图 9 展示了两种方法产生的路径的曲率, 可以
看出, A* 产生的路径的曲率具有多次跌宕起伏, 最
大曲率达到 2.2, 而基于曲率优化方法产生的路径的
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曲率只有 2 次起伏, 且最大曲率仅为 1.1, 远小于 A*
产生的路径的曲率. 因此, 图 9 进一步说明了本文提
出的基于曲率优化的算法可以实现比 A* 算法路径
曲率更小且更加平滑的过狭窄通道过程.
图 9 基于本文方法和 A* 算法的路径曲率的比较
Fig. 9 The comparison of trajectory curvature generated
by the proposed method and A* algorithm









评估本文算法的实时性, 图 10 展示了算法每次循
环中各模块运行时间及总时间. 由图 10 可以看出,
每次循环中基于内点法的路径规划模块所需运行时
间在 0.15 s 左右, 而每次循环算法总时间约为 0.2 s,
即 5Hz, 在轮椅线速度为 0.15m/s 时满足实时性要
求. 仿真运行的软硬件配置为: Intel i5 CPU, 4GB
RAM, 操作系统为 Linux 14.04, Matlab 软件版本
为 R2015b. 需要指出的是仿真算法是运行在解释性




用真实轮椅进行了实验. 如图 11 (a) 和图 11 (b) 所




为 76 cm, 对应的偏向角 θ1 和 θ2 分别为 46.36◦ 和
−56.50◦. 由于过道宽度为 80 cm, 每一边留给轮椅




Fig. 10 Consuming time of each algorithm module and
their total value for each iteration
图 11 轮椅和激光的配置
Fig. 11 Configuration of the wheelchair and the lasers
图 12 描述了实验场景 (5m × 5m), 其中有一
些墙壁和一间屋子. 实线框住的是轮椅, 其分别从






法计算通道中心位置及其对应的航向角 Pd 和 Hd,
其中航向角应垂直于过道平面, 可由墙壁的斜率表
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示, 即 Hd = arctan(−1/Kw). Pd 和 Hd 则作为产
生贝塞尔曲线的输入参数. 主要采用分割和直线拟
合两个步骤计算 Pd 和 Hd.
图 12 实验场景




12 所示, 一次完整的激光扫描数据点被分成 6 个子
集. 首先, 采用算法 Adaptive breakpoint detector
(ABD)[26] 通过检测断点来找到所有连续点集. 如图
13 所示, 共有三个点集: {1, 2}, {3}和 {4, 5, 6}. 然
后, 采用算法 Iterative end-point fit (IEPF)[27] 将
每个连续点集分成不同的子集, 以使每个子集的点
都属于同一条直线. 对每两个子集, 计算第 1 个子集
的末尾点 (Pr) 与第 2 个子集的起始点 (Pf ) 之间的
距离Drf , 如果Drf 等于过道的宽度, 那么就找到了
过道, 并且 Pd = (Pr + Pf )/2. 如图 9 所示, 通道在
子集 2 和子集 4 之间找到了.
图 13 一次激光扫描数据点及其分段









y = kx+ q (8)
其中, q 和 k 分别为直线 y 的截距和斜率. 假设有一
个需要拟合的点集 R = {(xi, yi)|i = 1, · · · , k}, 那











x2i , Syy =
k∑
i=1







SySxx − SxSxy (9c)
q =
−S2xy − SxxSyy
SySxx − SxSxy (9d)
其中, 式 (9c) 为直线斜率.





下面就通过选择合适的起点 P0 和目标点 P3, 也就
是 Ps 和 Pd 来解决这个问题. 改进后的算法能产生
在实际中令人满意的路径, 且兼具光滑性和实用性.
3.2 控制点 P s 的选择
当新的贝塞尔曲线路径产生时, 控制点 P0 的坐
标总被设置为 (0, 0). 然而, 如图 2 所示, P0 的位置
可以是 P cs 或者 P ls. 一般而言, 应该选择 P ls, 因为有
关过道的位置检测都是基于激光的位置. 当轮椅作
为一个质点或者激光和具有驱动力的轮子之间的距
离很小时, 选择 P ls 是合理的. 然而, 由于轮椅的大
体积, 这两种情形都不适用于真实轮椅. 而且, 很难
控制轮椅后轮使装在前面的激光跟踪规划好的路径.
因此, 在规划贝塞尔路径时, P cs 选为控制点 P0, 如
图 2 圆点所示. 对应地, 整个过通道算法策略都是基
于坐标系 {WC}. 同时, 选择 P cs 比选择 P ls 对于轮
椅控制误差来说更具鲁棒性, 因为对于相同的控制
误差造成的偏差, P ls 的情形要多于 P cs .
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因为 P cs 距离 P ls 较远, 在坐标系 {WL} 中计算
出的通道的坐标需要平移至坐标系 {WC} 中. 这个
平移量只有沿 X 轴的量, 且平移量为 P cs 和 P ls 之
间的距离, 也就是如图 2 所示的 L.




扰, 轮椅的航向角不能恰好到达期望值. 因此, 轮椅
需要在过通道时调整其航向角以使其垂直于过道平
面, 从而减小碰撞到过道框架的可能性.
为了克服这个问题, 在确定 Pd 时, 在过道定位
环节中计算出来的值的基础上沿着 Hd 的方向设置
一个偏移量, 以保证激光有足够的前方距离来检测
墙壁. 于是, 轮椅可以在位置 P osd 而不是 Pd 调整其
航向角垂直于过道平面, 如图 2 所示. 设偏移量为
do, 则新的 Pd 可表示为 P od . 然而, 由于贝塞尔曲线
的控制点为 P cs , 偏移之后的点 P od 要被进一步偏移
到 P osd , P osd 才被当作控制点 P3 进而产生贝塞尔路
径. P osd 可由下式计算出:
θosd = arctanHd, θ
os
d ∈ (−90◦, 90◦) (10a)
xosd = d
os cos θosd + xPd (10b)
yosd = d
os sin θosd + yPd (10c)
其中, (xPd , yPd) 为通道位置 Pd 的坐标, xosd 和 yosd
为 P osd 的坐标, dos 为偏移量大小, 包括实际偏移量
do 和轮椅的长度 L.




图 15 展示了 4 个不同起点位置对应的轮椅的
轨迹. 对于每个起始位置, 进行了 2 次试验. 可以显
然地看到, 在每个起点, 轮椅都能找到通道位置, 然
后平滑而精确地通过过道而不碰撞到通道两边边缘,
证实了本文所提出算法的精确度和有效性.
图 16 分别展示了轮椅在起点位置 A, B, C 和





较大干扰; 2) 选择 Pd 过程中的长偏移量放大了通
道定位的误差. 而实际位置和期望位置之间的水平
误差都小于 7.5 cm, 表明本文所提算法能减小来自
现实的干扰和不确定性,从而使轮椅成功通过即使只
图 14 两个激光测距仪相对于单个的优势
Fig. 14 Advantage of two lasers compared with
single laser
图 15 轮椅轨迹
Fig. 15 Trajectories of the wheelchair
有狭窄自由间隙的通道. 这归功于根据轮椅位置连
续不断地进行路径规划的策略. 值得一提的是, 如


















Fig. 16 Actual wheelchair poses when arriving at the
desired pose with different starting poses A, B, C and D
图 17 轮椅的角速度
Fig. 17 Angular rate of the wheelchair
图 18 为轮椅从起点 A 和 D 出发的轨迹截图






图 18 轮椅从起点 A 和 D 出发过通道轨迹截图 ((a)∼ (f)
对应于起点 A, (g)∼ (l) 对应于起点 D)
Fig. 18 Snapshots of the wheelchair′s trajectories when
passing gap, starting from pose A and D ((a)∼ (f),
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